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Resume Soit G un groupoide de Lie et Q son algebro'fde de Lie. On propose une definition 
de limite classique d'un champ continu de C*-algebres et on prouve que le groupoide 
tangent G associe a G permet d'obtenir la structure canonique de Poisson sur Q 
comme limite classique d'un champ continu de C*-algebres. 

Classical limit of Lie groupoid C*-algebras 

Abstract Let G be a Lie groupoid and Q his Lie algebroid. We give a definition of the classical 
limit of a C*-bundle and we use the tangent groupoid G associated to G to show that 
the Poisson structure on Q is the classical limit of a C*-bundle. 
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On propose une definition de limite classique en termes de C*-algebres. 

Definition 1 Soit (A , {•,•}) une *-algebre de Poisson, I un intervalle dans R contenant 0, et 
(At)tei un champ continu de C* -algebres d'espace total A. On dira que (A , {•,•}) est la limite 
classique du champ (At)tei s * •' 

1. A est une sous-*-algebre dense de Ao 

2. II existe une sous-algebre dense de sections A C Cq(I,A) telle que : 

(a) {/(0), / £ A} est un sous-ensemble dense de A 

(b) V application z : A X A — ► A, donnee par z(f,g)(t) — — — — - , pour t ^ et 

it 

• 2 (/i3)(0) = definit une structure d'algebre de Poisson sur A. 

Notations 

Soit G un groupoide de Lie de dimension n + m, son espace d'unites de dimension n, et r, 
respectivement s, l'application but, respectivement source de G. On considere l'algebre involutive 
de convolution C^°(G,il 1 ^ 2 (G)) des demi-densites sur G, algebre definie par A. Connes dans Q. 
On note C*(G) la C*-algebre enveloppante de C™(G, Q X / 2 (G)) et G*(G) la C*-algebre reduite. 

Soit aussi Q l'algebroide de Lie associe a G, introduit par J. Pradines dans 0. II existe une 
bijection entre les sections de fi 1//2 ({7) et les sections equivariantes a gauche de J7 1 / 2 (G). On fixe 
\i une section C°° de ^}/ 2 {Q) et on lui associe la section equivariante a gauche A de 57 1 / 2 (G) (ces 
deux sections joueront le role d'un systeme de Haar pour Q, respectivement G). Cela permet de 
se reduire aux fonctions dans les calculs, et d'utiliser les resultats de la theorie des C*-algebres de 
groupoides developpee par J. Renault 

Le resultat qu'on prouvera dans cette note, lie a l'idee de Landsman (cf. j|) de la deformation 
d'un algebro'ide de Lie par le groupoide de Lie correspondant, est le suivant : 
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Theoreme 1 La structure de Poisson canonique sur l'algebre de convolution S(Q) des fonctions 
de type Schwartz, est la limite classique d'un champ continu sur R de C* -algebres, ayant C*(Q) 
comme fibre en t = et C*(G) au dessus des t =/= 0. 

1. L'algebre de Poisson S(Q) 

Le dual Q* de Q possede une structure canonique de variete de Poisson, mise en evidence par 
A. Weinstein, P. Dazord et A. Coste ||. Cette structure peut etre transportee sur Q en utilisant 
la transformation de Fourier qui est un isomorphisme de C*-algebres T : C*(Q) — > Cq(Q*). 

On introduit l'espace de Schwartz S(E) d'un fibre vectoriel E, en generalisant la definition 
introduite par M. Rieffel dans le cas du fibre trivial M x R d . La restriction de la transformation 
de Fourier T est un isomorphisme d'algebres entre (S(G),+,*) et (S(Q*),+,-) et on obtient un 
crochet de Poisson sur l'algebre de convolution S(Q) par {/,<?} = J-~ 1 ({J-f,J-g}). 

Par calcul direct on prouve que si /, g G S(Q) alors le crochet de Poisson de / et g est donne 
localement par 

{f,9}(z,0 = 2niY^aij(x)(^if*^-^i9*^- S j(x,0 

d In 

d 

- 2m 22 Ci jk (x)— (CJ * £,jg) (x,0 (1) 

i,j,k 

ou (ei, ..,e m ) est un repere mobile de Q et \x e est la fonction donnee par /j, e (x) = fi(x)(ei(x) A .. A 
e m (x)). 



2. La structure locale de G 

On explicite localement la structure de G dans une carte choisie convenablement au voisinage 
de Xq e G^ C G, et on montre comment on lui associe une carte de Q. Les cartes de cette forme 
ont ete considerees aussi par Weinstein, Nistor et Xu dans || . 

Soit Xq appartenant a la sous-variete G^ de G. Comme r est une submersion dans le point 
xo, il existe U voisinage ouvert de dans R™, V voisinage ouvert de dans R m et les cartes 
; U X V — >G, <p:U — > G^ verifiant: 

1. V(0,0)=a;o 

2. r(^(u ) «))=^(u) (2) 

3. ip{U x {0}) = i){U x V) n gw 

A la carte ip de G s'associe la carte 9 : U x W n — ► Q, 0(u, v) = Upiu), (u, 0)v) de Q au voisinage 

dv 

de la fibre Q xo . La famine {ei,e 2 , ..,e m }, ei(ip(u)) = 8{u, /,-), i = 1, . . . ,m, ou {/i, / 2 , ...,/ TO } est 
la base canonique de R m , est un repere mobile de Q sur (p(U). 

Notons a : U x V — > U, s(ip(u,v)) = ip(a(u,v)) la submersion qui decrit l'application source 
s dans les cartes ip et ip. On a a(u, 0) = u. 

Le resultat suivant donne une formule de type Baker-Campbell-Hausdorff pour G. 
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Proposition 2 

(i) (ip(u,v),ip(ui,w)) G G^ 2 ) si et seulement si U\ = o~(u,v). Dans ce cas leur produit est donne 

par 

ip(u,v)ip(a(u,v),w) = tp(u,p(u, v,w)) (3) 

oup:UxVxV—>V est une application differ entiable qui a un developpement de la forme 

p(u, v,w) = v + w + B(u, v, w) + Os(u, v, w) 

avec B bilineaire en (v,w) et 03(u,v,w) de I'ordre de ||(w,w)|| 3 . 

(ii) Soit (u, v) G U xV tel que ip(u,v) G ip(U x V). Alors ip(u, w)^ 1 = ip(a(u, v), w), ou w 
verifie p(u, v, w) = 0. De plus on a le developpement w = —v + B(u, v, v) + Oz(u, v), avec O^iu, v) 
de degre d'homogeneite superieur a 3 en v. 

Preuve Soit g = ip(u,v) et h = ij)(ui,v). On a s(g) — tp(o-(u,v)) et r(h) — <p(u\) ce qui montre 
la premiere assertion. De plus r(gh) = r{g) = f{u) assure l'existence d'un unique p(u,v,w) € V 
tel qu'on a l'egalite |^. L'application p est bien definie et verifie p(u, 0, w) — w, p(u, v, 0) = v. On 
derive ces deux egalites et on les utilise dans le developpement de Taylor de p. 

■ 

Remarque On peut calculer les fonctions de structure de l'algebro'ide Q qui pour tout u £ U sont 
donnees par a lj (ip{u)) = -^-(u,0) et c ljk {<p(u)) = B k (u, fa, fj) - B k (u,fj,fi). 

3. Le groupo'fde tangent G 

Le groupo'fde tangent de G introduit par M. Hilsum et G. Skandalis (@j), est le groupo'fde de 
Lie G ~ G x R*\JQ x {0} qui a la structure algebrique de fibre des groupo'ides G(t) = G x {t}, 
pour t et G(0) = Q X {0} et la structure de variete obtenue comme eclatement de G au long 
de G^ . Pour G = M X M on retrouve le groupo'fde tangent de A. Connes (0). 

Proposition 3 Les C* -algebres G*{G{f)), ( £ M, forment un champ continu dont la C* -algebre 
est C*{G). 

Preuve : Les fonctions de C C (G) definissent par restrictions une famillc des sections du fibre des 
C*(G(t)) sur M. Cette famille est stable pour la convolution et l'involution, et de plus pour chaque 
* G M, C c (G(t)) est dense dans C*(G(t)). 

Soit / G C C (G). Puisque le fibre est trivial dans les points t ^ 0, l'application t t— > ||/ t || est 
continue dans ces points. La continuite en t = est assuree par le theoreme suivant, car Q est 
commutatif, done moyennable. 

■ 

Theoreme 4 Soit G — > X un champ continu de groupo'ides et a G C C (G). Pour i£l, on note 

a * = "lew Alors ■' 

i) L'application I3ih ll a :r|lc*(G(:i;)) es ^ s Gmi-continue superieurement. 

ii) L'application X 3 x i— > ||<Ja|lcr*(G(a;)) es ^ semi-continue inferieurement. 

Preuve La demonstration est base sur le theoreme de disintegration des representations de 
J. Renault (Q) et les travaux de E. Blanchard (Q) sur les C(X)-algebres stellaires. 

■ 

Le calcul principal, necessaire dans la demonstration du theoreme 1 est contenu dans le lemme 
technique suivant : 
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Lemme 5 Soit f,g e C C °°(G) et f = f\ &{0) , g a = g\&(py Alors 

§- t [f,g]\ t = = ^{/o.ffo} 

Preuve On dcfmit de maniere evidente un champ de vecteurs — € C°°(G,TG). 

Par X(g,t) = TT^"A(g), pour j e G, ct A(x, JC, 0) = A(.t), pour (a;, X) 6 £ on associe a A 
rl 

une section equivariante a gauche de r2 1//2 (G), section qu'on utilise comme systeme de Haar dans 
le calcul de la convolution de f et g. On utilise la proposition 2, on exprime le fait que A est 
equivariante a gauche et par calcul effectif on retrouve le crochet de Poisson donne par la formule 

■ 

Preuve du theoreme 1 : La continuite du champ est prouvee dans la proposition 3. 

On considerc A = C C °°(G). On a {/(0),/€ ^4} = C?(G). Les conditions 1. et 2. (a) de la 
definition 1 sont consequences du fait que S(Q) contient la sous-algebre C^°(Q) dense dans C*{Q). 

Enfin la condition 2.(b) est la consequence immediate du lemme 5. 

■ 
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